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PALAVRAS CHAVES:  
Demonstrações, números de Fermat, 4k + 1, 4k + 3, 4k + 2, 4k + (2n), 4k + (2n + 
1),  
 
Pegando dois números de Fermat, ambos da forma 4k + 1, somando e dividindo 
por 2, obtemos um novo número sob a seguinte forma: 4k + 3. 
 
Triângulo Numérico 15 - Média Aritmética[1] 
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a) números da forma 4x + 1 (amarelo) 
b) números da forma 4x + 3 (verde) 
 
O Triângulo Numérico 15 possui uma interessantíssima propriedade relacionada as 
formas 4x + 1 e 4x + 3 que as unem e que é a Média Aritmética. 
A média aritmética de 2 números da forma 4x + 1 é um número da forma 4x + 3. 
 
Exemplos: 
( 13 + 17 ) / 2 = 15 é da forma 4x + 3 
( 17 + 21 ) / 2 = 19 é da forma 4x + 3 
( 21 + 25 ) / 2 = 23 é da forma 4x + 3 
 
A média aritmética de 2 números da forma 4x + 3 é um número da forma 4x + 1. 
Exemplos: 
 
( 7 + 11 ) / 2 = 9 é da forma 4x + 1 
( 11 + 15 ) / 2 = 13 é da forma 4x + 1 
( 15 + 19 ) / 2 = 17 é da forma 4x + 1 
Interessante observar que o padrão geométrico formado é semelhante a um 
tabuleiro de Jogo de Xadrez. 
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Triângulo Numérico 17 
 

  
 
DEMONSTRAÇÃO 
 
1⁰ NÚMERO 
4B + 1 
 
2⁰ NÚMERO 
4C + 1 
 
Sendo C sucessor de B. 
 
(4B + 1 + 4C + 1)A ÷ 2 
(4(B + C) + 2) ÷ 2 
2(B + C) + 1 
 
Mas C é sucessor de B, logo C = B + 1 
 
Substituindo essa informação em 2(B + C) + 1, adquirimos 
2(B + B + 1) + 1 
2(2B + 1) + 1 
4B + 2 + 1 
4B + 3 
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Trocando B por K, obtemos 
4k + 3 
 
Portanto a média da soma de dois números da forma 4k + 1 é sempre 4k + 3. 
Todas as demais demonstrações que se seguirão estão fundamentadas na forma 
como foi feita a primeira acima. 
 
 
UMA VISÃO ALÉM 
 
SOMANDOS DOIS NÚMEROS CONSECUTIVOS DA FORMA 4K + 3 
 
(4B + 3 + 4C + 3) ÷ 2 
(4(B + C) + 6) ÷ 2 
2(B + C) + 3 
C = B + 1 
 
Logo 
2(B + B + 1) + 3 
2(2B + 1) + 3 
4B + 2 + 3 
[ 4B + 5 ] 
ou 
[ 4k + 5 ] 
 
 
UMA VISÃO GERAL 
 
Média de dois números da forma 4k + 1 é  
4k + 3 
Média de dois números da forma 4k + 3 é  
4k + 5 
Média de dois números da forma 4k + 5 é  
4k + 7 
. 
. 
. 
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A média da soma de dois números consecutivos da forma 4k + n é 4k + (n + 2) 
Pois 
 
(4B + n + 4C + n) ÷ 2 
(4(B + C) + 2n) ÷ 2 
2(B + C) + n 
Mas C = B + 1 
 
logo 
 
2(B + B + 1) + n 
2(2B + 1) + n 
4B + 2 + n 
4B + (n + 2) 
ou  
4k + (n + 2) 
 
 
PERCEPÇÃO GERAL SOBRE O ASSUNTO 
 
Fazendo a média da soma de dois números consecutivos da forma 4k + n, obtemos 
um número da forma 4k + (n + 2). 
 
Até agora utilizamos números ímpares de exemplos. Mas, e se n não for um 
número ímpar? For qualquer outro número inteiro positivo ou natural par? O que 
acontece, a propriedade se mantém? 
 
Com base nesse pensamento, peguemos por exemplo dois números consecutivos 
da forma 4k + 2. 
 
(4B + 2 + 4C + 2) ÷ 2 
(4(B + C) + 4) ÷ 2 
2(B + C) + 2 
 
Mas C = B + 1 
 
Logo 
 
2(B + B + 1) + 2 
2(2B + 1) + 2 
4B + 2 + 2 
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4B + 4 
 
ou 
[ 4k + 4 ] 
 
 
A percepção da propriedade geral parece funcionar muito bem até aqui. Vejamos o 
que ocorre de modo geral nos seguintes dois casos 
 
CASO GERAL PAR 
 
Peguemos a soma de dois números consecutivos da forma 4k + 2n e façamos sua 
média. 
 
(4B + 2n + 4C + 2n) ÷ 2 
(4(B + C) + 4n) ÷ 2 
2(B + C) + 2n 
 
Mas C = B + 1 
 
Logo 
 
2(2B + 1) + 2n 
4B + 2 + 2n 
4B + (2n + 2) 
 
ou 
[ 4k + (2n + 2) ] 
 
O que confirma a propriedade para números da forma acima com uma constante 
par.  
 
 
CASO GERAL ÍMPAR 
 
E se somarmos dois números consecutivos da forma 4k + (2n + 1) e fizermos sua 
média? 
 
(4B + (2n + 1) + 4C + (2n + 1)) ÷ 2 
(4(B + C) + 2(2n + 1)) ÷ 2 
2(B + C) + (2n + 1) 
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Mas C = B + 1 
 
Logo 
 
2(B + B + 1) + (2n + 1) 
2(2B + 1) + (2n + 1) 
4B + 2 + (2n + 1) 
4B + (2n + 3) 
 
ou 
[ 4k + (2n + 3) ] 
 
O que confirma a propriedade para números da forma acima com uma constante 
ímpar. 
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MÉDIA ARITMÉTICA DA SOMA DE h FORMAS 4k + (2n + 1) 
 
TESTE PARA 3 VALORES CONSECUTIVOS 
 
(4B + (2n + 1) + 4C + (2n + 1) + 4D + (2n + 1)) ÷ 3 
 
Veja que 
 
B, C e D são valores consecutivos. De modo que, C = (B + 1) e D = (B + 2). 
 
Tomando B como referencial. 
 
Substituindo, obtemos, na média anteriormente acima, o seguinte resultado 
 
(4(B + C + D) + 3(2n + 1)) ÷ 3 
 
(4(B + B + 1 + B + 2) + 3(2n + 1)) ÷ 3 
 
(4(3B + 3) + 3(2n + 1)) ÷ 3 
 
(4(3B + 3) + 3(2n + 1)) ÷ 3 
 
(12B + 12 + 6n + 3) ÷ 3 
 
(12B + 6n + 15) ÷ 3 
 
4B + (2n + 5) 
 
ou 
 
[ 4k + (2n + 5) ] 
 
A média da soma de 3 valores da forma 4k + (2n + 1) é 4k + (2n + 5). 
 
TESTE PRA 4 VALORES CONSECUTIVOS 
 
A média da soma de 4 valores da forma 4k + (2n + 1) é 4k + (2n + 7). 
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Pois 
 
(4(B + C + D + E) + 4(2n + 1)) ÷ 4 
 
(4(B + B + 1 + B + 2 + B + 3) + 4(2n + 1)) ÷ 4 
 
(4(4B + 6) + 4(2n + 1)) ÷ 4 
 
(4(4B + 6) + 4(2n + 1)) ÷ 4 
 
(16B + 24 + 8n + 4) ÷ 4 
 
(16B + 8n + 28) ÷ 4 
 
4B + (2n + 7) 
 
ou 
 
[ 4k + (2n + 7) ] 
 
CONCLUSÕES PARA AS FORMAS EXPANDIDAS DE FERMAT DE 
CONSTANTES ÍMPARES CONSECUTIVAS 
 
1. A média da soma de 2 valores da forma 4k + (2n + 1) é 4k + (2n + 3), se for 
adotado o valor de k que originou o número menor da soma, no caso o B. Sendo o 
valor da média representado por duas formas algébricas distintas. 
 
2. A média da soma de 3 valores da forma 4k + (2n + 1) é 4k + (2n + 5), se for 
adotado o valor de k que originou o número menor da soma, no caso o B. Sendo o 
valor da média representado por três formas algébricas distintas. 
 
3. A média da soma de 4 valores da forma 4k + (2n + 1) é 4k + (2n + 7), se for 
adotado o valor de k que originou o número menor da soma, no caso o B. Sendo o 
valor da média representado por quatro formas algébricas distintas. 
 
4. A média da soma de 5 valores da forma 4k + (2n + 1) é 4k + (2n + 9), se for 
adotado o valor de k que originou o número menor da soma, no caso o B. Sendo o 
valor da média representado por cinco formas algébricas distintas. 
. 
. 
. 
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m. A média da soma de h valores da forma 4k + (2n + 1) é 4k + (2(n + h) - 1), se for 
adotado o valor de k que originou o número menor da soma, no caso o B. Sendo o 
valor da média representado por h formas algébricas. 
 
DEMONSTRAÇÃO DA AFIRMAÇÃO m 
 
Afirmação proposta para a forma do menor valor de k, no caso o referencial B. 
 
(4B + (2n + 1) + 4C + (2n + 1) + 4D + (2n + 1) + . . . ) ÷ h 
 
(4(B + C + D + . . . + Z ) + h(2n + 1)) ÷ h 
 
(4(hB + 1 + 2 + 3 + . . . + (h - 1)) + h(2n + 1)) ÷ h 
 
4hB + 4(1 + 2 + 3 + . . . + (h - 1)) + h(2n + 1)) ÷ h 
 
4B + (2n + 1) + 4(1 + 2 + 3 + . . . + (h - 1)) ÷ h 
 
Veja que a soma 1 + 2 + 3 + . . . + (h - 1) = (h - 1)((h - 1) + 1) ÷ 2 ou h(h - 1) ÷ 2, 
substituindo 
 
4B + (2n + 1) + 4(h(h - 1) ÷ 2) ÷ h 
 
4B + (2n + 1) + 2h(h - 1) ÷ h 
 
4B + (2n + 1) + 2(h - 1) 
 
4B + 2n + 1 + 2h - 2 
 
4B + 2(n + h) - 1 
 
ou 
 
[ 4k + (2(n + h) - 1) ] 
 
UMA INFORMAÇÃO A MAIS SOBRE AS ESTRUTURAS DAS FORMAS DE 
FERMAT 
 
 
 
 



David Dias Marques ‐ 015‐ Demonstração da média da soma de dois números consecutivos da forma 4k + 1 
 

Texto autorizado para ser divulgado  / compartilhado na Seção Colaboradores 
do WebSite: www.osfantasticosnumerosprimos.com.br 

página: 11 
 
 

CASO DA SOMA DE DUAS PARCELAS 
 
Quando é feita uma média da soma de duas parcelas de números cuja forma 
possui uma constante ímpar (m), e se quer forçá-la para uma constante ímpar 
menor, inconsciente dos formalismos de uma demonstração, sendo guiado apenas 
pela própria intuição, basta diminuir duas unidades de (m) e utilizar o k do número 
maior de tal soma. Lembrando que estamos utilizando variações dos números de 
Fermat, sendo eles 4k + 1 e 4k + 3. 
 
EXEMPLO PRÁTICO: 
 
(7 + 11) ÷ 2 é 9. 
 
7 e 11 são números da forma 4k + 3 
9 é da forma 4k + 1, pois 9 = 4(2) + (3 - 2) 
 
Mas, (nove) também pode surgir da forma 4k + 5. Pois, 9 = 4(1) + (3 + 2). O 
números nove pode assumir duas formas possíveis sem tirar a soma:a 
 
Forma 1: 4k + 1 
Forma 2: 4k + 5 
 
Estas duas formas geram o número (9). 
 
A diferença está no valor do k e do referencial utilizado. 
 
Veja, se eu utilizar o valor de k da composição algébrica do primeiro, devo diminuir 
duas unidades da constante ímpar, da forma 4k + 3. 
 
Agora, se eu utilizar o valor de k da composição algébrica do segundo, devo 
acrescentar duas unidades a constante ímpar, da forma 4k + 3, que é nossa 
expressão fundamental para esses cálculos. 
 
Tudo, aqui, vai depender do refencial em que se está calculando. 
 
Portanto, afirmar que algo tende a uma certa forma é um equívoco causado por um 
viés comum, o de confirmação. E talvez o fervor da euforia. 
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EXEMPLOS PRÁTICOS 
 
1. Duas parcelas 
 
Forma de referência dos números: 4k + 3 
 
Média de termos consecutivos: (3 + 7) ÷ 2 = 5 
 
Duas formas possíveis: (4k + 5) e (4k + 1) 
 
Houve uma diminuição em quatro unidades da constante 5, parando na constante  
 
1. Desse modo é possível utilizar todos os valores de k, que originaram os dois 
valores somados. 
 
2. Três parcelas 
 
Forma de referência dos números: 4k + 3 
 
Média de termos consecutivos: (3 + 7 + 11) ÷ 3 = 7 
 
Três formas possíveis: (4k + 7), (4k + 3) e (4k - 1) 
 
Houve uma diminuição em quatro unidades da constante 7, indo até a constante 3 e 
desta finalizando na constante - 1. Desse modo é possível utilizar todos os valores 
de k, que originaram os três valores somados. 
4. Quatro parcelas 
 
Forma de referência dos números: 4k + 3 
 
Média de termos consecutivos: (3 + 7 + 11 + 15) ÷ 4 = 9 
 
Quatro formas possíveis: (4k + 9), (4k + 5), (4k + 1), (4k - 3) 
 
Houve uma diminuição em quatro unidades da constante 9, indo até a constante 5, 
do 5 para o 1 e deste finalizando na constante - 3. Desse modo é possível utilizar 
todos os valores de k, que originaram os quatro valores somados. 
. 
. 
. 
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SOBRE OS REFERENCIAIS E FORMAR POSSÍVEIS  
 
EXEMPLO 1, REFERENCIAL ( B ) 
 
FORMA DE REFERÊNCIA: 4K + 3 
 
NÚMERO DE PARCELAS DA MÉDIA: 3 
 
SOMA: 
 
(4B + 3 + 4C + 3 + 4D + 3) ÷ 3 
 
Colocando todos os termos em função de B 
 
C = (B + 1) e D = (B + 2), logo 
 
(4(B + C + D) + 9) ÷ 3 
 
(4(3B + 3) + 9) ÷ 3 
 
(12B + 12 + 9) ÷ 3 
 
[ 4B + 7 ] 
 
 
EXEMPLO 2, REFERENCIAL ( C ) 
 
FORMA DE REFERÊNCIA: 4K + 3 
 
NÚMERO DE PARCELAS DA MÉDIA: 3 
 
SOMA: 
 
(4B + 3 + 4C + 3 + 4D + 3) ÷ 3 
 
Colocando todos os termos em função de C 
 
B = (C - 1) e D = (C + 1), logo  
 
(4(B + C + D) + 9) ÷ 3 
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(4(3C) + 9) ÷ 3 
 
(12C + 9) ÷ 3 
 
[ 4C + 3 ] 
 
EXEMPLO 3, REFERENCIAL ( D ) 
 
FORMA DE REFERÊNCIA: 4K + 3 
 
NÚMERO DE PARCELAS DA MÉDIA: 3 
 
SOMA: 
 
(4B + 3 + 4C + 3 + 4D + 3) ÷ 3 
 
Colocando todos os termos em função de C 
 
B = (D - 2) e C = (D - 1), logo  
 
(4(B + C + D) + 9) ÷ 3 
 
(4(3D - 3) + 9) ÷ 3 
 
(12D - 12 + 9) ÷ 3 
 
(12D - 3) ÷ 3 
 
[ 4D - 1 ] 
 
Por que limitar o resultado de uma média a uma quantidade finita de formas, indo 
de acordo com o número de parcelas? É uma pergunta válida. Porque esses 
números de formas concordam com a quantidade de termos da soma da média. 
Visto que são os valores definidos para tal análise que fundamentam o limite da 
quantidade de formas de expressar tal resultado através de produto e soma, ou 
subtração. 
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